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•常数项级数的概念
和性质

•常数项级数的审敛法

•幂级数

•将函数展开成幂级数

•傅里叶级数

•一般周期函数的傅
里叶级数

第 章10
穷级数
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10.1.1  常数项级数的概念

10.1    常数项级数的概念和性质

10.1.2 收敛级数的基本性质

1 2 32. n+ + + + +  ?=

3 3 3 3
10 100 1000

1
10

. n+ + + + + 
1
3

=
1

3
10n

n

∞

=

= ∑



3

1. 定义

10.1.1  常数项级数的概念

∑
∞

=1n
nu

 ++++=∑
∞

=
n

n
n uuuu 21

1
即

其中un叫做级数的一般项。

叫做常数项级数，简称级数，记作

u1 + u2 + u3 + … + un + …        （1）
则由这数列构成的表达式

给定一个数列 u1，u2，u3，…，un，…，
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2. 级数前 项的部分和 1 2 (2)n ns u u u= + + +

称为级数（1）的部分和, 并得到一个新的数列:

n

无穷数列与无穷级数之关系：

∑
∞

=1n
nu由数列{un}→无穷级数 （构造、产生、对应）

1
n

n
u

∞

=
∑

{un}：u1，u2，…，un，…

{sn}： s1，s2，…，sn，… 

1 1,u s=

{ }.ns

u1 + u2 + u3 + … + un + …        （1）

2 2 1 ,u s s= − 1, ,n n nu s s −= − 
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lim nn
s s

→∞
=即 ，

∑
∞

=

=++++=
1

21
n

nn uuuus 

发散。∑
∞

=1n
nu如果{sn}没有极限，则称无穷级数

收敛，∑
∞

=1n
nu

做这级数的和，记作

如果级数 ∑
∞

=1n
nu

3.  级数收敛的定义

的部分和数列{sn}有极限s(常数),

则称无穷级数 极限值s叫

1

1
( 1)n

n

∞
+

=

−∑如:  级数 发散,

2 2 1lim lim .n nn n
s s +→∞ →∞

≠
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)3(21 ++=−= ++ nnnn uussr
当级数收敛时，其和s与部分和sn之差

若级数收敛:              

叫做级数的余项。

1
{ } limn n nnn

u s s s
∞

→∞
=

⇔ =∑无穷级数 收敛 数列 极限存在:  

1
n

n
u s

∞

=

⇔ =∑

lim nn
r

→∞
lim( )nn

s s
→∞

= − 0=
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例 1 讨论等比级数(几何级数) 

 +++++=∑
∞

=

n

n

n aqaqaqaaq 2

0
 )0( ≠a  

的收敛性. 

解 时如果 1≠q
12 −++++= n

n aqaqaqas 
q

aqa n

−
−

=
1

,
11 q
aq

q
a n

−
−

−
=

,1时当 <q 0lim =
∞→

n

n
q

q
asnn −

=∴
∞→ 1

lim

,1时当 >q ∞=
∞→

n

n
qlim ∞=∴

∞→ nn
slim

收敛

发散


例1 讨论等比级数(几何级数)
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1q =若 ， ,1时当 =q

,1时当 −=q

∞→= nasn 发散

+−+− aaaa级数变为

不存在nn
s

∞→
∴ lim 发散

综上





≥

<
∑
∞

= 发散时当

收敛时当

,1
,1

0 q
q

aq
n

n

例 1 讨论等比级数(几何级数) 

 +++++=∑
∞

=

n

n

n aqaqaqaaq 2

0
 )0( ≠a  

的收敛性. 

1
a

q
=

−0

n

n
aq

∞

=
∑ ( 1)q <


例1 讨论等比级数(几何级数)
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例 2  判别无穷级数∑
∞

=

−

1

12 32
n

nn 的收敛性. 

解 nn
nu −= 12 32 ,

3
44

1−







⋅=

n

所以，级数为等比级数，

,
3
4

=q公比

,1|| ≥q

.原级数发散∴


例2  判别无穷级数
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如果级数∑
∞

=1n
nu 收敛,则∑

∞

=1n
nku 亦收敛. 

结论:

10.1.2     收敛级数的基本性质

性质10.1.1

1 1
0, n n

n n
k u ku

∞ ∞

= =

≠ ⇔∑ ∑若 则 收敛 收敛

证:
1 1

, ( ).
n n

i n i n
i i

u s ku ks ks n
= =

= = → →∞∑ ∑设 则

1
i

i
ku

∞

=
∑

1
: 1

n
n

ku
k

∞

=

⇐ ∑

ks=
1

i
i

uk
∞

=

= ∑

1 1
= 1

n n
n nk

ku u
∞ ∞

= =

⋅ =∑ ∑


如果级数
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设两收敛级数 ∑
∞

=

=
1n

nus , ∑
∞

=

=σ
1n

nv ,则 

级数∑
∞

=

±
1

)(
n

nn vu 收敛,其和为 σ±s . 

性质10.1.2

1 1 1
( )n n n n

n n n
u v u v

∞ ∞ ∞

= = =

=± ±∑ ∑ ∑

1 1
( 0)i i

i i
u kk uk

∞ ∞

= =

= ≠∑ ∑

1 1 1
( )n n n n

n n n
u v uk l k l v

∞ ∞ ∞

= = =

± ±=∑ ∑ ∑
( , 0)k l ≠


设两收敛级数

[image: image1.wmf]å


¥


=


=


1


n


n


u


s


,

[image: image2.wmf]å


¥


=


=


s


1


n


n


v


,则

级数

[image: image3.wmf]å


¥


=


±


1


)


(


n


n


n


v


u


收敛,其和为

[image: image4.wmf]s


±


s


.

_989914990.unknown



_989915108.unknown



_989915107.unknown



_989914925.unknown





12

（1）
1 1 1

( )n n n n
n n n

u v u v
∞ ∞ ∞

= = =

±∑ ∑ ∑若 和 一个收敛, 一个发散，则 发散.

（2）

1 1 1

1 1(2) )
2 2n n n

n n
∞ ∞ ∞

= = =

+∑ ∑ ∑发散， 发散，（ 也发散

1

1 1
(1) ( 1) ( 1)n n

n n

∞ ∞
+

= =

− −∑ ∑、 均发散，

收敛。但 00])1()1[(
1

1

1
==−+− ∑∑

∞

=

+
∞

= n

n

n

n

注意:

1 1 1
( )n n n n

n n n
u v u v

∞ ∞ ∞

= = =

±∑ ∑ ∑若 、 都发散，则 可能收敛，也可能发散。

例4
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仅证：级数∑
∞

=1n
nu 收敛,则 ∑

∞

+= 1kn
nu 也收敛 )1( ≥k . 证明

1
n

n k
u n

∞

= +
∑ 的前 项和

,kkn ss −= +

( )lim limn n k kn n
s sσ +→∞ →∞

= −所以

.kss −=

类似地可以证明：在级数前面加上或
改变有限项不影响级数的敛散性.

性质10.1.3 在级数中去掉、加上或改变有限项，不
改变级数的敛散性。

1 2n k k k nu u uσ + + += + + +

lim n k kn
s s+→∞

= −


仅证：级数

[image: image1.wmf]å


¥


=


1


n


n


u


收敛,则

[image: image2.wmf]å


¥


+


=


1


k


n


n


u


也收敛

[image: image3.wmf])


1


(


³


k


.

_990011969.unknown



_990011970.unknown



_990011798.unknown





14

1 11
0

1( ) ( )= −+ +−
=



1

1
( 1)n

n

∞
+

=

− =∑
1 ( ) ( 11
1

1 )1−= + ++ − ++
=



1 = 0

发散的无穷级数不可求和，加括弧后可能可以

求和，但用不同方式加括弧所求的和可能不同

1

1
( 1)n

n

∞
+

=

− =∑ 11 1 1− + − +

1 11 11−+ +− +

？
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  收敛级数加括弧后所成的级数仍然收敛于原来

的和. 
证明：仅证一个具体情形，思想方法可推广到一般
情形。 +++++ )()( 54321 uuuuu

,21 s=σ
.limlim ssnnmm

==
∞→∞→

σ则

,52 s=σ ,93 s=σ ,, nm s=σ

注意 (1)   收敛级数去括弧后所成的级数不一定

+−+− )11()11(例如

+−+− 1111
收敛

发散
(2)如果加括号后所成的级数发散，则原来的级

数也发散.

性质10.1.4

收敛.

{ } { }m nsσ∴数列 为 的子列，


  收敛级数加括弧后所成的级数仍然收敛于原来的和.
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级数收敛 
.0lim =⇒

∞→ nn
u

证明 ∑
∞

=

=
1n

nus ,1−−= nnn ssu则

1limlimlim −∞→∞→∞→
−=∴ nnnnnn

ssu ss −= .0=

即趋于零它的一般项无限增大时当 ,, nun
性质10.1.5 (级数收敛的必要条件)

注意 (1)如果级数的一般项不趋于零,则级数发散

 +
+

−+−+− −

1
)1(

4
3

3
2

2
1 1

n
nn例如 发散

(2)必要条件不充分. 1 1 11
2 3 n

+ + + + + 如：


级数收敛
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.1
3
1

2
11 发散证明调和级数  +++++

n例5

2
1 1 1

1 2 2n ns s
n n n

− = + + +
+ +

但 ,
2
1

2
=>

n
n

证明: ., s其和为假设调和级数收敛

由收敛数列的保序性：

2lim( )n n
n

s s
→∞

−则 0.s s= − =

矛盾。2
1lim( ) .
2n n

n
s s

→∞
− ≥ 

10ns > 12367n =当

n当 越来越大时，调和级数的项变得越来越小，

— — — — n慢慢地 非常慢慢地 它的前 项和将增大

并超过任何一个有限值

然而，
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1()

2
11(

1mmm

8项4项2项 2项

2m项

1 .
2m mσ > →∞即加括号后的部分和

.级数发散∴ 由性质10.1.4,调和级数发散.

对级数按如下的方法加括号

1
1 1 1 12 4 2
2 4 8 2

m
m+> + × + × + + × + 

Oresme 1360在 年证明
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